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高 150 公釐、寬 95 公釐的高爾頓板 (簡易版) 是示範機率原理的教具，
透過其中的帕斯卡三角形，直觀明瞭地展示了數學理論的運作方式與
統計學的實務效益。板子的背面則有一張直方圖，透過理論性的投資
組合，反映出市場報酬的隨機特質與或然率。

創新、靈活的高爾頓板，透過輕便的桌面裝置形態，傳授了幾百年來歷
久彌新的各種數學概念。它融合了弗朗西斯·高爾頓爵士 (Sir Francis 

Galton, 1822-1911) 於 1873 年的發明，示範
了二項式分布的實際情況，運用整齊排列的大
量六邊形以及許許多多的圓形滾珠，模擬所謂
的常態分布，從而體現了中央極限定理。板子
表面的圓珠，在向下滾動的過程裡反覆撞擊木
釘而彈開，看似混亂零散的運動，最後卻匯聚出
井然有序的鐘形曲線，深深吸引了這位數學家。
根據中央極限定理，更具體地說，根據棣美弗 
(de Moivre, 1667-1754)—拉普拉斯 (Laplace, 
1749-1827) 定理，只要合乎特定條件，就可以使

用常態分布來模擬二項式分布的實際情況。

首先，把高爾頓板上下顛倒，引導所有的圓珠滾進
板子最上方的收納盒裡。  然後再把板子轉正，底部
平齊、與地面平行，上方的 4280 顆鋼珠以及一顆
大金珠就會從收納盒裡傾瀉掉落，穿過高爾頓板表
面 14 列對稱並排的六邊形。  只要裝置平放，沒有
歪斜，圓珠就會從 105 個六邊形上彈開再向下滾，
向左或向右彈開的機率相等。等到圓珠先後滾進板
子最下方的 15 個底槽，最後堆積出來的線條，會變
成鐘鼎形狀、內高外低的直方圖。  如此一來，只要
把高爾頓板翻轉一次，就能在短短的 2 秒內，模擬 

Sir Francis Galton

高爾頓板

高爾頓的原版草圖



59920 枚硬幣的拋擲結果。在板子的左右兩端，第 14 號槽裡的圓珠，
象徵了 14 次的拋擲結果都是硬幣正面朝上，而掉進 0 號槽的圓珠則
代表了硬幣呈現 14 次反面的情況。  

板子的頂部，印有常態分布以及二項式展開的公式。板子的下半部，印
著常態分布或鐘形曲線，以及相對於分布狀況的平均值與標準差線。
鐘形曲線，又稱為高斯分布 (紀念數學家 Carl Friedrich Gauss, 1777-
1855)，在統計學與機率理論當中，地位非常重要。它在自然科學、社會
科學的領域裡，反映著各式各樣的隨機變量，不管是高爾頓板表面的
滾珠，還是股票市場的每月報酬，都呈現了類似的特質。板子上面還有 
Y 軸與 X 軸的相關說明，以及最底端每一條珠槽的編號，乃至於預期
中的百分比與槽內圓珠數量。  

與六邊形重疊的圖樣，則是所謂的帕斯卡三角形 (Blaise Pascal, 
1623-1662)，在這個數字所構成的三角形當中，線條上方的兩個數字
相加的結果，會等於下方的數字。每個六邊形所標註的數字，反映了圓
珠從上方的六邊形滾向這個六邊形，有可能經過多少種不同的路徑。
同時它還呈現了費波那契數列 (Leonardo Fibonacci, 1175-1250 年)

，也就是帕斯卡三角形當中，特定對角線之和。帕斯卡三角形裡，潛藏
著豐富多樣的數學原理與模式。諸如自然數、行總和、11 的 n 次方、2 
的 n 次方、形數、大衛之星定理、曲棍球桿恆等式，都能在它當中找到。
帕斯卡三角形還可以來解釋其他的模式跟原理，包括了質數、平方數、

二進位數、卡塔蘭數、二項式展開、碎形、黃金比
率，以及謝爾賓斯基三角形，但在板子上面予以
省略。

4280 顆鋼珠當中，包括了一顆體積略大的金色
圓珠，象徵著某一次滾動的隨機結果。每個底槽
上方的數據，反映了每顆圓珠最後滾進這裡的預
估機率百分比。  只要在每次翻轉高爾頓板的時
候，追蹤金色圓珠最後掉進什麼地方，就能明確
觀察到各種不同結果的機率高低。  同時參考板Blaise Pascal



子背面的紅色投資組合直方圖，就可以利用金色圓珠的最終落點，針
對下個月的股市，預估報酬的可能範圍與機率。高爾頓板表面的數字
所預測的，金珠掉進某個槽內的機率，也可以協助我們針對股票市場
進行類似的預測。 

高爾頓板蘊藏了許多的統計學與數學概念，諸如概率論、獨立同分布 
(iid) 隨機變量、常態或鐘形曲線、中央極限定理 (棣美弗—拉普拉斯
定理)、二項式分布、伯努利 (Bernoulli, 1655-1705) 試驗、均值回歸、
大數法則、硬幣正反面朝上與股市報酬的機率、隨機漫步理論、賭徒謬
誤、班佛定律，以及高爾頓爵士當年所說的「非理性法則」。

簡易機率示範裝置
Galton Board



高爾頓爵士曾在《自然遺傳》(1889 年) 這部鉅著當中，生動描述了自
己所發明的裝置如何彰顯出看似混亂的隨機結果當中體現了什麼樣
的秩序與規律。下列文字大致摘自那本 136 年前的名著，部分文字配
合我們的高爾頓板設計而略予修改。

統計學的魅力
「很難理解統計學家為什麼偏好縮限研究範圍，只關注

如何追求平均值，而不熱衷於更全面的觀點。他們的靈魂
似乎無法感受多樣性的魅力，就像咱們英格蘭平原上某
個郡縣的本地人，這種人似乎誤以為，只要把瑞士的山脈
填進瑞士的湖泊裡，窪地就能抵銷掉高地，簡單明瞭，豈
不美哉。平均值只是單獨存在的事實罷了，如果在這個基
礎之上另外添上一筆不一樣的事實，與觀察所得平均值
幾乎完全對應的一整套常態就有可能誕生。」

「有些人討厭統計學這個名字，但我個人覺得它充滿了
美感與趣味。只要避免粗暴運用，而是用更高層次的方法
巧妙處理，再予以謹慎解讀，這門學科處理複雜現象的能
力，絕對非同尋常。這些原理是突破重重困難、開闢新徑
的唯一工具，針對人類探索科學的路障與險阻，提供了突
圍的契機。

頻率曲線成因的機械化圖示
「頻率曲線跟分布曲線，兩者可以相互轉換：因此，只要

釐清其中一條線的起源，那麼另一條線的根源也就同樣
容易理解了。接下來，我將透過這個裝置 (如圖所示)，說
明頻率曲線的起源，它以非常巧妙的方式，模擬了偏差是
否發生的先決條件。」 

我們所設計的新版高爾頓板，採用了防止靜電的塑膠框

高爾頓原著的摘要



架結構。板子頂部的空間，設計成圓珠的收納盒。在漏斗
狀的滾珠出口下方，則有 14 列的六邊形連成一片，類似
於高爾頓的木釘陣，垂直插在板子的表面，構成滾動的路
徑；而在整片六邊形的下方，則是從左到右排列著 15 道
珠槽或直立隔間。板子的表面裝盛著 4280 顆鋼珠。在上
下顛倒的狀態下，板子表面滾動的所有圓珠都會掉進頂
端的收納盒當中；接下來，只要把板子轉正放置，模擬就
會展開。收納盒邊界的形狀，會把匯聚在板子頂端的所有
圓珠，引導至盒子下緣的漏斗狀出口處。

「圓珠穿過漏斗，以奇特而有趣的方式，順著 (構成六邊
形的) 諸多木釘之間的空隙向下飛奔；只要途中撞上了
其他木釘子，就會向右或向左橫跳一小步。木釘呈現梅花
狀的交錯排列，因此，向下滾動的圓珠每次下墜一截，都
會撞上更下方的木釘而向兩側橫移。從漏斗裡傾瀉而下
的圓珠，堆積出逐漸變寬的鋼珠山，最終，每一顆滾珠在
最後一次從木釘上面彈開之後，都會迅速掉進某一道珠
槽當中。最後，堆積在珠槽當中的圓珠分布，中間多、兩邊
少，輪廓近似於頻率曲線，並且無論重複多少次，實驗最
後呈現的形狀基本都相同。

「裝置運作的原理是，每顆圓珠在自身滾動的過程裡，都
會遭遇一連串小小的、獨立的意外事件。極少數情況下，
一連串的巧合會接連發生，引導某一顆圓珠朝著更靠外
側的珠槽跳動過去：不過，在絕大多數情況下，導致圓珠
往右偏離的意外，發生的次數都會與導致圓珠向左偏離
的意外，或多或少保持某種均衡。換句話說，大多數的圓
珠，都會滾進漏斗狀出口正下方附近的幾個珠槽當中，而
圓珠偏離中央、滾向左右兩邊的頻率則是快速降低，降低
的頻率遠超過偏離距離的增加幅度。」



表象的混亂所潛藏的秩序
「在我的所知所學當中，幾乎沒有什麼東西比『誤差頻率

法則』所傳達的宇宙秩序奧妙，更能讓人留下終生的深刻
印象。假如古代的希臘人也知曉這條法則，他們甚至有可
能創造出擬人的神話，將這條法則奉為某尊神祈。縱使在
最混亂、最令人迷惑的環境裡，它也能以寧敬致遠、謙和
自持的姿態，證明自己的正確。紊亂的規模越大，表象的
失序狀態越嚴重，最後回歸常態的擺盪就會越精準。這
正是所謂放諸四海皆準的非理性法則。只要把許許多多
的飄忽元素集合起來，在數量夠大的情況下傾洩而下，
就會在其間發現出乎意料、至簡唯美的規律性。塵埃落定
之後，各個珠槽的頂端形成了一條流暢的曲線，比例保持
不變；每樣東西在各自找到定點之際，彷彿都回歸到某種
預先規劃、精確契合的位置上。只要確知了珠槽當中任兩
個指定級別的測定數值，那麼，除了最外側兩端的特例之
外，其他所有級別的數值都能透過前述的方式預測出來，
預測精度也相當高。
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1  帕斯卡三角形
帕斯卡三角形是由不同數字所組成的三角形，其
規則如下：上面那兩個角的數字相加起來，其總
和恰好等於倒三角底端的那個數字。這樣的模
式，可以無限延續、綿延不絕。布萊斯·帕斯卡
利用這種規則所創造出的三角形，持續鑽研
機率理論，並且據此發表了算術三角論 
(1665) 這篇經典數學論文。事實上，在他
之前幾百年前，波斯、印度、中國、德國、
義大利等文明裡，也有其他的數學家曾經研究過類似課題。這種三角
形的模式，也可以轉換為二項式係數的數學特性。而在高爾頓板的表
面，每個六邊形所標註的數字，代表了圓珠從最上方滾動到這個六邊
形的可能途徑數量。

2  常態分布公式

ef(x)

在機率理論當中，常態分布是實數隨機變項的連續性機率分布類型。
這裡表示的，乃是機率密度函數 f(x) 的通常形態。常態分布在統
計學當中的地位非常重要，在自然科學與社會科學領域都有著廣泛的
用途，可以針對實數隨機變項的未知分布狀態予以說明。公式當中包
括了常數 pi (π ≈ 3.142)，也就是所謂的圓周率 (正圓的周長相對於
直徑的倍率)。此外還包括了尤拉數 (e ≈ 2.718)，即自然對數函數的
底數。根據獨立同分布中央極限定理，隨機變量 x 隨著樣本數的規模
增大，將逐漸呈現常態分布，同時 sigma (σ) 是有限的。

高爾頓板的特點
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3  二項式定理
二項式定理描述了二項式冪的代數展開式。至於二項式展開式當中所
出現的係數，則可以用帕斯卡三角形予以定義。也就是說，帕斯卡三角
形的第 n  列，係由多項式展開式 (a + b)n 的係數構成。至於在高
爾頓板上，二項式即指左與右 (L + R)n。

(a+b)2 = 1a2 + 2ab + 1b2

(L+R)3 = 1L3 +3L2R + 3LR2 + 1R3

展開之後的 (a + b)n 即為 (a + b)n = x0an + x1an-1b + x2an-2b2 
+ … + xn-1abn-1 + xnbn 其中，呈現下列形態的係數 xk 正是出現
在帕斯卡三角形第 n 列的第k 項當中的數字 (其中 k 與 n同樣從 0 起
算)。這也能用下列格式呈現：  ，也就是「n 選出 k。」高爾頓
板上面的第一個六邊形是 ，接下來則是  以及 。

針對 n = 2 的 (a + b)n 以及 n = 3 的 (L + R)n，板子表面也列出
了二項式表達的範例。
 

4  各列序號與 11 的 n 次方
在板子的左側，帕斯卡三角形從上到下的十四列六角形各有編號，第
一列指定為 n=0，而每一列的第一個 (最左側) 項次則指定為 k=0。十
四列也是足夠多的數量，因此而得出的二項式分布，足以良好、可靠模
擬連續常態分布的狀況。

假如將每一列的每個六角格裡面的數值，合併看作同一個數字，每一
格都對應某一位數 (最右邊是個位數、其左邊是十位數；格內數值若是
兩位數或更多，則向左邊的格子進位)，就成為 11 的乘冪 (11n)：1 、 11、 
121、1331、14641... 從而跟帕斯卡三角形當中每一列的數字相符。 
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5  各列總和與 2 的 n 次方
任一列當中，每個六角格內數字的總和，剛好等於 2n，其中 n 是那一
列的序號。例如，在第三列裡，四個帕斯卡數字加起來的結果是 1 + 3 + 
3 + 1 = 8，恰好就是 23。

每一列的格內數字的總和，標註在 2 的乘冪旁邊，而下方列的加總結
果都比上方列倍增。此外，若將某一列裡所有數字的平方全部加起來，
則會剛好等於該列序號乘以二的那一列裡最中間六角格內所註記的
數字。舉例來說，在第四列裡，如果將每一格數字的平方全部相加 (12 + 
42 + 62 + 42 + 12)，就會得出 70，恰與第八列最中間那一格的數字相同。

6  費波那契數列與黃金比率
若是將帕斯卡三角形拆分成許多條對角線，每條對角線上每一個數字
的總和，都與費波那契數列相符。序列裡的數字呈現：1、1、2、3、5、8、 
13、21、34、55、89，依此類推。數列當中的每個數字，都是前兩組數字
的總和。例如：2+3=5、3+5=8、5+8=13、8+13=21...  這套數列首見於義
大利數學家萊昂納多·費波那契的名著「算術之書」(Liber Abaci, 
1202)。隨著費波那契數列持續向上延伸，數列當中彼此相鄰的任意兩
組數字相除，得出的比值會趨近於所謂的黃金比率 (φ)，即 
1.61803398... 但絕不會剛好相等。例如：55/34=1.618、 
89/55=1.618、144/89=1.618。黃金比率最早由幾何學之父歐幾里得 
(Euclid) 在西元前 300 年發表的「幾何原本」(Elements) 當中提出。
千餘年後的文藝復興時代，達文西頻繁運用黃金比率，創作出多幅曠
世鉅作。黃金比率的公式如下：φ



簡易高爾頓板12

7  大衛之星定理
根據大衛之星定理，環繞著某個數字的六個數字，如果依據規律拆成
兩組，其中一組的三個數字的乘積，會與另一組的乘積相等。例如三角
形當中的數字 5，依序被 1、4、10、15、6、1 這六個數字的格子所包圍，
若將其中的第一、三、五格與第二、四、六格拆成兩組並分別相乘，就會
發現 1×10×6 = 4×15×1 = 60。

8  梅花形圖案
棋盤上的各個六邊形，排列成梅花形 (Quincunx) 的圖樣，也就是其中
的四個格子構成了宛如正方形的四個角，而第五個格子則位
於與其他四格距離相等的中心位置 (如同骰子上「5」那一面
的點數分布狀態)。

9  對角線與三角形數
對角線上的數字，是單純形的形數，最左以及最右的兩條線裡面每一
格都只有 1；旁邊的那一條對角線，則是自然數或計數數的序列，接下
來則依序是三角形數 (恰好足以構成等邊三角形的點數)、四面體數  
(三角錐數)、五面體數排列出的對角線，最後是 5、6、7 的單體數列。  每
個自然數的平方，都等於第三條對角線 (三角形數列) 當中相鄰兩格內
數字的和。  例如：72 = 49 = 21 + 28

10  曲棍球桿恆等式
從標示 1 的最外側開始，任一條對角線上各個數字的總和，等於下方
那一條對角線上的鄰近格子內的數字。把這幾個數字圈起來，就會構
成一條宛如曲棍球桿的轉折，一如 1 + 10 + 55 = 66 所示。
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11  機率密度
機率密度 f(x) 反映了各筆觀測值與其實現機率之間的關係。它定義
了某個隨機變量在特定的一連串隨機變量範圍當中出現的機率。最重
要的機率密度函數，莫過於高斯隨機變量 (或常態隨機變量) 的機率
密度函數，其圖形構成了宛如鐘形的曲線。這樣的 f(x) 數值，假設了 
sigma 係數 (σ) 為 1 的常態分布。

12  珠槽編號、預期百分比與 
標準差

底端的 15 條珠槽，從 0 到 14 分別賦予編號，藉此判讀、記錄金色圓
珠滾進了哪個槽內。此外，帕斯卡三角形當中，某種隨機結果在某一
道珠槽內成立的機率，則可以想像在三角形的底端延伸出第十五列 
(n=14) 協助判定。 

每個珠槽的預期結果百分比，顯示在珠槽編號下方，位居最中央的珠
槽 (#7) 落袋為安機率最高，預期百分率為 20.9%。 

而在珠槽資訊軸的下方，又補充標註了標準差的刻度。曲線當中每條
標準差線的頂端，都標註著它與平均值之間的標準差數量，最多達到 
4 個標準差 (μ ± 4σ)。此處標註的箭頭，象徵著 ±4 個標準差已經超
出了最外側的那兩道珠槽。鐘形曲線最中央的那條線，反映了平均水
準 (均值、μ，發音「mu」)。每條標準差線之間的數值，標示的是常態分
布曲線的不同區間當中，結果落在該區的預期百分比。

13  鐘形曲線
常態分布所呈現的輪廓，通常稱為「鐘形曲線」，是所有機率分布當中，
最廣為人知、用途最廣泛的分布形態。由於常態分布有能力模擬各式
各樣的自然現象，如今它已經成為眾多機率問題的參考標準。生活中
的各種資料組，實際的分布狀態都與常態分布相當契合，例如成年人
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口的身高分布、嬰兒的體重分布、課堂測驗成績高低的分布、股市指數
的單月報酬表現分布，以及高爾頓板上圓珠滾落的結果。  下圖顯示的
鐘形曲線，依據標準差分隔成不同的區間。

68.25%13.6% 13.6%

-1σ 0σ 1σ-2σ-3σ-4σ 2σ 3σ 4σ

標準差 (σ)

結果 (%)

2.1%0.1% 2.1% 0.1%

由於這塊高爾頓板上的六邊形較小、圓珠通道較複雜，其所呈現的鐘
形曲線稍微寬了一點。我們在板子上面另行印製了「最佳擬合」曲線，
與上圖所示的曲線稍有不同。

14  鋼珠的二項式分布
每顆鋼珠都代表著一個獨立同分布 (iid) 的隨機變量，行經一連串六
邊形圖案構成的多重路徑，滾落至終點。如果將鋼珠每次通過其中某
個六邊形格子都視為一次伯努利試驗，則上千顆鋼珠從最高處滾至底
端的過程中，所歷經的 14 次伯努利試驗，就會構成二項式分布。離散
的二項式分布，與連續常態分布非常接近。

15  金色圓珠
在 4280 顆鋼珠當中，有一顆體積較大的金色圓珠，其直徑並非 0.8 公
釐，而是 2.0 公釐。這顆特殊的圓珠，代表著一筆清晰可見的隨機結果。
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16  標準差線
標準差 (σ) 是用以評估所有資料點圍繞著均值 (μ) 聚集程度的指標。
常態分布的形狀，由平均值與標準差共同決定。典型的常態分布當中，
約有 68% 的資料會剛好落在平均值的一個標準差的範圍之內。大約 
95% 的資料會落在兩個標準差的範圍之內，大約 99.7% 的資料會落
在三個標準差的範圍內，大約 99.99% 的資料會落在四個標準差的範
圍內。帕斯卡三角形是由從上到下的 14 列六邊形所構成，因此三角
形的底邊計有 14 個六邊形。珠槽總共有 15 個，板子左右兩端的最邊
緣，以及中間每個六邊形之間，都排列著滿滿的珠槽。這 15 個珠槽，代
表了總共 2x15/14 = 8.0 個分布標準差 (μ ± 4σ)。每一條珠槽相當
於 0.533 個標準差，而每個標準差相當於 1.875 個珠槽 (8/15 = 0.533 
或 15/8 = 1.875)。

N

N

標準差 
(樣本的)

標準差 
(母體的)

伊姆斯工作室的高爾頓板資訊圖
我 們 的 高 爾 頓 板 是 桌 面 尺 寸 的 款 式，靈 感 源 自 於 工 作 室 創 辦 人 
Charles 與 Ray Eames 夫婦當年大膽打造的 11 英尺高「高爾頓
機率板」，其首度亮相乃是在 1961 年「數學大觀園：繽紛數字世界」
(Mathematica:  A World of Numbers... and Beyond) 的展覽現場。
而後為了迎接 1964 年的紐約世界博覽會上，贊助商 IBM 在品牌展館
裡策劃了高達 14½ 英尺的伊姆斯氏機率板。右圖所示者為 1961 年數
學大觀園展覽現場資訊標誌的迷你版本。 

伊姆斯工作室重新詮釋的高爾頓板
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投資組合圖示
為了呈現市場報酬，我們選出某個理論性的投資組合。板子背面所印
製的紅色長條圖，呈現的就是某個理論性投資組合 1000 個月報酬率
分布的直方圖。紅色長條圖代表了 100% 股票的投資組合 (積極型)，
我們假設其單月平均報酬率為 1.0%、標準差為 4.5%，樣本規模則為 
1000 個月。在變動幅度多達四個標準差的情況下，報酬率的波動範圍
約為 -17% 到 19% [1- (4x4.5) = -17、1 (4x4.5) = 19]。  亦即，在 15 個
珠槽內，個別珠槽的報酬率範圍為 2.4%，平均值為 1.0%，恰好位於正
中心。

與股市的對比

= 1.0%
= 4.5%
= 1000 個月

理論性投資組合 
���% 股票

1%

5.5% 10.0% 14.5% 19.0%-17.0% -12.5% -8.0% -3.5% 341 136 21 1341136211 1.0%

μμ-4σ μ+4σμ+2σ μ+3σμ+1σμ-2σμ-3σ μ-1σ

對於買方的預期報酬

投資報酬率

20918312261225 183 122 61 22 5
2.2% 4.6% 9.4% 11.8% 14.2%  >19%< -17% -12.2% -9.8% -7.4% -5.0% -2.6% -0.2% 7.0%-14.6% 16.6%

1 11 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
0.0% 0.1% 0.5% 2.2% 6.1% 12.2% 18.3% 20.9% 18.3% 12.2% 6.1% 2.2% 0.5% 0.1% 0.0%

13.59% 2.14%34.13%13.59%2.14% 34.13%0.13% 0.13%

對於賣方的資本成本 [WACC]
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標註預期百分比與報酬的珠槽分隔線

20918312261225 183 122 61 22 5
2.2% 4.6% 9.4% 11.8% 14.2%  >19%< -17% -12.2% -9.8% -7.4% -5.0% -2.6% -0.2% 7.0%-14.6% 16.6%

1 11 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
0.0% 0.1% 0.5% 2.2% 6.1% 12.2% 18.3% 20.9% 18.3% 12.2% 6.1% 2.2% 0.5% 0.1% 0.0%

在市場報酬率直方圖的上方，標註了四個可供參考的刻度。第一排數
字，將 15 道珠槽從 0 一路編號至 14。第二組刻度則是隨機變量的百
分比 (在這裡係指單月報酬率) 預期滾進各個珠槽的機率。第三組刻
度則是每個珠槽的單月報酬率預期百分比的估計值。珠槽的隔板經
過精心設計，確保了珠槽的邊界恰好對應報酬率的四個標準差 (涵蓋 
≈99.99% 的結果，或 μ ± 4σ)。最底部的刻度，則是根據 1000 個
月的樣本規模，所計算的每個珠槽的預期月份數。

底部軸線

5.5% 10.0% 14.5% 19.0%-17.0% -12.5% -8.0% -3.5% 341 136 21 1341136211 1.0%

μμ-4σ μ+4σμ+2σ μ+3σμ+1σμ-2σμ-3σ μ-1σ

13.59% 2.14%34.13%13.59%2.14% 34.13%0.13% 0.13%

底部的座標軸上，標示了三種刻度。第一種註記了標準差線。第二項註
明了每條標準差線之間預期結果的百分比。第三列根據 1000 個月的
樣本，推算出每個標準差線之間的預期中單月報酬。

隨機漫步模型
根據效率市場假說，一檔證券 (j) 的現行價格 (pj,t ) 終將充分反映了
市場上流通的各種資訊 ( t)，而這意味著「... 連續性的價格變動，或
在更常見的情況下，連續性的單一期間報酬表現，各期之間是相互獨
立的。此外，它還假設了，連續性的變動或報酬，最後的分布狀況完全
相同。這樣的兩個假設，共同構成了所謂的隨機漫步模型。若以公式表
達，模型的主張是這樣的：
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 f(Rj,t+1 | t) = f(Rj), 

常見的陳述方式則是，獨立隨機變量的條件機率分布以及邊際機率分
布是相同的。此外，密度函數 (f ) 必須自始至終維持一致 (t )。」假設某
檔證券的預期報酬維持常態、歷久不變，則可得出

E(~Rj,t+1 | t) = E(~Rj)。
資料來源：Eugene F. Fama & Merton H. Miller，《金融財務理論》(The Theory of 
Finance)，1972 年，頁碼339

赫布納模型 
下面的蹺蹺板，說明了尤金法瑪的效率市場假說，即證券的價格 (j ) 
會充分反映市場上流通的所有資訊，最終引導價格達致公允合理的水
位。蹺蹺板的左側，代表著在當時 ( t ) 已經完全反映在場內價格之上
的任一資訊組合 ( t )，而右側則代表著成千上萬的買方與賣方根據
當時的具體資訊組合所認定或判斷得出的公允合理價位 (pj,t )。根據
效率市場假說的主張，在結構良好、合理透明、競爭健全的市場當中，
市場價格 (pt ) 通常會等於或相當接近公允水位，因為各種關於相對
稀缺程度、實用效益、潛在報酬的新資訊 ( t)，都會促使投資人迅速
因應，據此買進或賣出證券。 

這個模型的三大組成要素，乃是由馬克·赫布納 (Mark Hebner) 在 
2008 年全球金融危機期間所提出的。首先，從帕斯卡三角形頂端的蹺
蹺板開始，進行推演。然後，圓珠在諸多六邊形構成的陣列裡彈跳滾
動，模擬著每月股市報酬的隨機狀態 (Rj,t 1)。再來，圓珠會滾動至象徵
實際報酬的珠槽當中 (Rj)，並且在樣本夠多的情況下，堆積出某種類
似於鐘形曲線的輪廓 (f(Rj))。

各種利多與向好的預測，以及各種利空與悲觀預估，都會隨機、持續浮
現，並且在任何時機，反映出一筆投資的預期報酬 (E(~R j)) 在風險水
準恆定的持有狀態下勢必具備不確定性。如果消息面利空導致了不確
定程度提高，價格即須依比例下降，方能確保預期報酬大致持平。
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利多消息

利空消息

賣方

買方

不確定性

公允價格 pj,t

t

f(Rj)

Rj

E(Rj )

如果利多消息導致了不確定程度降低，價格即須依比例上漲，方能確
保預期報酬基本不變。 

不確定性

公允價格 
利多消息

利空消息

賣方

買方

pj,t

t f(Rj)

Rj

E(Rj )

模型的名稱叫做赫布納模型，其貢獻則是將高爾頓板與帕斯卡三角形
的智慧，整合在現代市場運作的架構當中。 

資本成本
在經濟學與會計學當中，資本成本是指公司資金 (包括負債以及權益) 
所涉及的成本，或者，從投資人的角度來看，指的是公司現有證券的應
有報酬率。此外它也是企業新專案評估的必備指標之一。這個數字反
映了投資人在向公司提供資金之後，期望於未來享有的最低報酬，進
而針對新的專案設定了必須達成的目標下限。
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WACC = (E/V * Ke) + (D/V * Kd)
E 代表的是公司股權的市值。
V 代表了權益以及負債的總市值，或稱 E+D。
Ke 是權益的成本。
D 是該公司負債的市值。
Kd 則是負債成本。
WACC 是資本成本的加權均值。
需要提醒的是，買方的預期報酬，會與賣方的資本成本相等 (E( ~R j,t) 
= WACC )。

投資報酬率公式
實際損益 (R) 的計算公式，是將一筆投資的價格變動 (Pt+1 - Pt) 加
上在這段期間支付予投資人的任何股利或現金 (D)，除以該筆投資的
原始價格 (Pt) 而得出。

	

法瑪／弗倫奇因子模型
法瑪／弗倫奇五因子股票模型
法瑪／弗倫奇五因子模型，是用於資產訂價的模型，旨在掌握市場、規
模、價值、獲利能力與投資模式對於股票報酬均值分別造成了哪些影
響。這個理論是由諾貝爾獎經濟學家尤金·法瑪 (Eugene Fama) 與他
的論文共同執筆人兼同事肯尼斯·弗倫奇 (Kenneth French) 於 2014 
年開發，針對股市五大因子多元化投資組合，這個模型解釋了預期報
酬橫斷面變異數的 71% 到 94%。以 1964 年的 CAPM (資本資產訂價
模型) 以及 1993 年的法瑪／弗倫奇三因子模型為基礎，擴展精進而
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來。法瑪／弗倫奇五因子模型方程式，源自於這兩位學者建立的一系
列研究指數的時間序列回歸，並且涵蓋了各種不同公司特徵的長期過
往股價走勢。其中，個別因子 (自變項) 的係數，反映了該項因子在投資
組合當中的曝險或傾向。針對下列五大因素的曝險，即針對市場 (bi)、
規模 (si)、價值 (hi)、獲利能力 (ri) 以及投資 (ci) 的曝險，若是能掌握
住預期報酬的一切可能變化，那麼下列方程式的超額報酬截距 (ai) 在
適用於所有證券與資產組合之時均為零 (i)。 

Rit – RFt = ai + bi(RMt-RFt) + siSMBt + hiHMLt + 
riRMWt + ciCMAt + eit

Rit 乃是 t (依變項) 這段期間裡，投資組合 i 的報酬。
而 RFt  則代表無風險報酬。
RMt-RFt 則是市值加權股票市場以及現金之間的報酬價差。
SMBt 係以多元分散的小型股投資組合報酬，減去大型股的多元分
散投資組合報酬，所得到的數值 (即規模效應)。
HMLt 反映了多元分散的高 BtM 股票組合以及低 BtM 股票投資組
合之間的報酬落差 (即價值效應)。
RMWt 代表了多元分散的較高獲利率個股組合以及較低獲利率個
股投資組合之間的報酬落差。
CMAt 是多元分散的低度投資公司組合與高度投資公司 (也就是法
瑪／弗倫奇所謂保守投資公司以及積極投資公司) 資產組合之間的
報酬落差。
eit 代表了誤差項，是均值為零的殘差。
資料來源：Fama, Eugene F. and French, Kenneth R.，《五因子資產訂價模型》(A 
Five-Factor Asset Pricing Model) (2014 年 9 月)。
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我的名字叫做馬克·T·赫布納，是 Index Fund 
Advisors, Inc. (IFA.com) 的創辦人，也是現任執行長；
我們的公司，從事財富管理與稅務規劃事業。  此外，我
也設計過多款新式的高爾頓板裝置。 

針對投資的風險與報酬，最常見的說明方法，莫過於
從過往歷史當中，搜集大量的報酬率樣本 (例如長達 
1000 個月的指數漲跌資料)，從中推算平均報酬，以及

報酬的標準差。假如需要使用 Excel 繪製一張常態分布曲線，只需要
確定平均值與標準差，就能完成；這幾項數值，決定了常態分布曲線的
確切樣貌。事實證明，哈利·馬可維茲贏得諾貝爾經濟學獎殊榮的散點
圖，即平均報酬相對於標準差的關係圖，其實就是鐘形曲線的比對結
果。正是因為如此，當我發現這個世界上早就有了現成的裝置，可供示
範鐘形曲線的產生方式，興奮之情難以言喻。我體會到，這種裝置也用
來示範金融市場的運作常態，以及各種不同投資成果的實現機率。此
外我還發現，高爾頓板可以用來模擬單月的投資報酬，展現出恆定的
預期報酬、30 天內報酬表現的隨機特質，以及歷經超長期投資之後，
實際報酬所呈現的鐘形曲線。簡而言之，這樣的教具，可以協助投資人
迅速理解幾個投資的關鍵理念。

我與高爾頓板的因緣始於 2005 年，當時我恰好看到一部 1964 年世
界博覽會的紀錄片，介紹了伊姆斯工作室 (Eames Office) 的參展作
品。當時，查爾斯·伊姆斯替 IBM 展館製作了一面 14.5 英尺高的超大
型高爾頓板放在戶外，其原型則是他在更早之前策劃「數學大觀園：繽
紛數字世界」(Mathematica：A World of Numbers... and Beyond) 

馬克·T·赫布納

我與高爾頓板的因緣



簡易高爾頓板26

的作品。數學大觀園是由伊姆斯工作室製作、IBM 資助的首個全沉浸
式大型展覽，也是 1961 年洛杉磯加州科學與工業博物館新科學館落
成開幕的重頭戲。 

這張照片，則是我個人收藏的第一塊高爾
頓板，由奧勒岡科學與工業博物館設計製
造。我在 2009 年委託製作了照片裡這台
高 8 英尺、寬 4 英尺的博物館藏等級機率
示範裝置，藉此介紹一系列隨機事件可能
導致的各種結果的範圍、機率與形態，推
廣投資專業知識。如今，這台大型高爾頓
板，陳列在 Index Fund Advisors 的總部
大廳現場，在資本漫天飛舞、價位隨機浮
動的華爾街，彰顯了看似紊亂的世到所潛
藏的沉穩秩序。圓珠後面的紅色條形，呈
現了理論性投資組合每月報酬的大量月
度樣本，可供我們將圓珠的分布對照股市
表現。在股票市場上，隨機事件包括了公
司本身或資本主義環境的各種報導與訊息，
以及反映了種種消息的證券價格。從中心點開始，圓珠的隨機流動模
擬了一系列的公允價格，最終形成了單月報酬的常態分布圖樣，再次
化為熟悉的鐘形曲線。 

後來，本人有幸獲得 Philip Poissant、Jerry Xu、Art Forster、Jackson 
Lin、Mike Auchterlonie、Brunson 家族與其他
專業人士的幫助，在 2015 年製作出第一款 7.5 
英寸的桌面尺寸高爾頓板，並且命名為「隨機
漫步者」(The Random Walker®；美國專利碼 

隨機漫步者®

IFA 總部大廳裡 8 英尺高的巨型高
爾頓板



簡易高爾頓板27

D784,449)。這款便攜式的高爾頓板，不僅是理解統計學概念與股市
隨機特質的理想教具，也是兼顧知識性與娛樂價值的桌面擺設與玩
具。  憑藉創新的翻轉重置設計，只需輕輕一撥手指，就能輕鬆體驗混
亂表象當中的井然有序。  全世界大約有 6 萬塊這樣的板子，擺放在各
地的辦公桌上。  

2024 年，我們再次推出了尺寸稍大的新版高爾頓板，確保相關的示範
更充分傳達原理與知識予更多人。
最後，我們選擇了 12 英寸 x 8.5 英
寸的規格，再次改版重製，這次命
名為「高爾頓板：機率示範裝置 (美
國專利碼 12,268,971 B1)。新的款
式合併增設了兩種股市專用附加工
具，以及 19 頁篇幅的詳細說明書與
學習指南。 

這款桌面大小的新板，增添了有別
於舊版的設計變革與升級，  更精確
呈現了二項式分布與帕斯卡三角形
的概念，以及其中蘊含的多樣數學
原理。一旦把單月報酬資料的附加
數據納入，就能洞悉各種股市要素 (包括赫布納模型) 的融入情況，以
及它們與圓珠分布的鐘形曲線有多相似。

這款新設計的簡易高爾頓板，兼具經濟實惠、精巧便攜的優點，甚至可
以隨身收納在口袋當中。

高爾頓板：機率示範裝置
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為了進一步推廣高爾頓板、普及帕斯卡三角形的相關知識，2023 年之
時，本人再次委託專業團隊，開發了應用程式版本的數位高爾頓板。
多虧了現代數位裝置當中的陀螺儀元件，您只需要輕輕轉動手機或 
iPad，就能在 app 裡聽到、看見大量圓珠滾動的逼真聲響與畫面，宛
如真實的鋼珠在您的數位裝置裡任您操縱。點擊設定圖示，還能自行
疊加、對照二十個指數投資組合的直方圖，並且配合風險的增減，見證
珠槽報酬刻度的變動。如欲下載適用於 iPhone 與 iPad 的應用程式，
敬請啟動 Apple App Store，檢索「Index Fund Advisors」即可。  接
下來，在應用程式裡尋找高爾頓板的圖案，存取互動式白板。  此外您
也可以透過 Mac 筆電或桌機，造訪 Mac App Store，搜尋高爾頓板
應用程式。最後，安卓裝置的使用者可以開啟 Google Play 商店，搜尋

「Index Fund Advisors」即可。 

安裝應用程式 

高爾頓板：App 版本
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揮別投機，學習投資
Index Fund Advisors, Inc. (IFA) 是收費式服務的投資顧問暨財富管理
公司，秉持標準嚴謹的受託方忠誠義務，提供風險適度、全球多元分散、
稅務對策式的專業投資策略。

IFA 是依法登記的投資顧問事業，服務對象涵蓋個人、退休金計畫、信託、
公司、非營利組織以及各式公營民營機構，提供專業投資建議。創建於 
1999 年的 IFA，甫於 2024 年慶祝了 25 週年，時至今日 IFA 持續以精準
的投資建議，滿足全美各地客戶需求。 

IFA 的價值與貢獻，並非僅限於投資建言。身為全方位服務的金融事
業，IFA 同時提供投資建議、財富管理、財務規劃等服務，全程支援客戶管
理完整的財務歷程。  我們的財富顧問，採行以客為尊的個人化方法，為
客戶搭配最合宜的投資組合，同時備妥全方位的財富管理服務與財務規
劃，營造周到全面的體驗。

在個股、投資時機、經理人、投資風格等層面，IFA 精簡了大量曠日費時的
活動，具體協助客戶撙節各種非必要成本。同時 IFA 採用嚴謹自律、務實
計量的方法，實現多元分散投資的最佳化，確保至高成本效益。

IFA 融合了尤金·法瑪與肯尼斯·弗倫奇的研究成果與指數，廣泛借鏡了
數十年的過往風險資料與報酬數據、第三代指數型基金規劃方法，以及 

Index Fund Advisors 簡介
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Dimensional Fund Advisors 所開發的升級版被動式交易技術。

IFA 順應客戶特有狀況與目標，量身規劃投資管理與投資組合策略，以及
稅務規劃與會計、線上財務企劃與轉介服務，實現周延貼心、充分個人化
的客戶體驗。產業歷練豐富的 IFA 財務顧問，提供了量身訂製的建議，專
注支援客戶實現更長遠的財務目標。

馬克·T·赫布納是美商 Index Fund 
Advisors, Inc. (IFA) 的創始人兼執行長，憑
藉備受推崇的著作《指數型基金：主動式投
資人的 12 階段啟蒙課程》，專注耕耘投資
教育。

Index Fund Advisors, Inc. 
19200 Von Karman Ave. 
Suite 150 
Irvine, CA 92612 
888-643-3133
ifa.com   |  info@ifa.com

如需瞭解 IFA 如何協助您實現財務目標，敬請
造訪 ifa.com 或直接來電洽詢。

www.ifa.com
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邀您連往 ifa.com/galtonboard 瀏覽詳細資訊、影
片、文章、照片、社群媒體內容與更多精彩內容等。

高爾頓板的使用說明

1.	 翻轉高爾頓板、上下顛倒，等待所有
的圓珠通通掉進收納盒當中。	
 

2.	 將板子翻轉回來，正向、水平放置，
等到所有的圓珠通通滾進底部的
珠槽裡。 	
 

3.	 首先較大的金色圓珠掉在哪裡，然
後觀察所有圓珠的分布狀況。 

翻轉

©2025 Index Fund Advisors, Inc  •  ifa.com  •  
19200 Von Karman Ave  Suite 150  Irvine, CA 92612  •  USA 888-643-3133  •  #IFA-SGB2025 

• 於中國組裝  • 馬克·T·赫布納榮譽出品  •  保留所有權利
高爾頓板 適用一或多項專利保障，包括美國專利碼 12,268,971 B1 以及 
美國設計專利碼 D784,449

原版高爾頓板的說明書內容，由 Tisley & Spiller 於 1873 年接受高爾頓爵士本人委託而
製作。  板面上的說明文字，係以高爾頓爵士當年的筆跡呈現：

原理說明專用儀器 
示範誤差或離散規律 

作者：弗朗西斯·高爾頓，倫敦皇家學會會員
首先把儀器倒轉過來，就能引導所有珠粒滾進珠囊內，完成填充。然後再
把裝置迅速轉回來，即刻放置在完全水平的桌面上。  所有的珠粒都將掉
進漏斗裡，再從漏斗下方出口往下流，沿著曲折的路徑穿過中間的耙欄，
最終聚集在最底部的垂直隔間中，逐漸堆積出擴散的規律。


