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高尔顿板（简易版）结合帕斯卡三角形，是一个 150 mm × 95 mm 的
概率演示器，能够通过动态数学模型直观呈现概率与统计的底层规
律。高尔顿板背面印有理论投资组合直方图，用以阐释金融市场回报
的随机性特征及其概率分布规律。

高尔顿板以一种创新、动态桌面装置的形式直
观呈现了传承数百年的数学概念。其设计源于
弗朗西斯·高尔顿爵士 (1822–1911) 1873 年的
经典发明，通过六边形阵列与大量钢珠的互动，
生动演绎了二项分布趋近正态分布的过程，正
是概率论中著名的中心极限定理。令这位统计
学家震撼的是，看似无序钢珠
在其钉板阵列中的随机碰撞，
最终竟精确地呈现出钟型曲
线的数理秩序之美。根据中心

极限定理，更准确地说，是棣莫弗 (1667–1754)-拉
普拉斯 (1749–1827) 定理 (Moivre-Laplace)，正态
分布在特定条件下可被用作二项分布的近似分布。

当高尔顿板被倒置时，钢珠会全部流回顶部储珠仓。  
若将其重新正置并保持水平，4280 颗钢珠和一颗
金色示踪珠便会从储珠仓中倾泻而下，穿过板上 14 
层对称排列的六边形钉阵。  在该装置处于水平状态
时，下落的钢珠与 105 枚六边形钉碰撞时向左或右
偏离的概率完全均等。当钢珠最终落入板底 15 个收
集槽时，其堆积形态完美呈现出一个钟形分布直方
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图。  翻转高尔顿板的动作相当于在大约两秒钟内模拟完成 59,920 次
抛硬币实验。其中代表连续 14 次正面的钢珠会落入 14 号收集槽，而
展现全部 14 次反面的钢珠会准确落入 0 号收集槽。  

该装置顶部铭刻着正态分布与二项式展开的核心数学公式。在高尔顿
板底部区域，清晰印制着正态分布或钟形曲线图，以及与之对应的均
值线、标准差标记线。这条钟形曲线（亦称高斯分布，得名于数学家卡
尔·弗里德里希·高斯 [1777–1855]）在统计学与概率论中至关重要。
不仅能够模拟高尔顿板钢珠的分布轨迹，更广泛适用于自然科学与社
会科学领域内各类随机变量的描述，例如股票市场月度收益率的变化
规律。装置图示中还呈现了坐标轴的刻度说明，带编号的收集槽旁详

细标注着理论预期的百分比分布与钢珠数量。  

六边形钉阵表面覆刻着帕斯卡三角形（布莱兹·
帕斯卡，1623–1662），这种数字阵列遵循上方两
数相加得到下方数字的构成法则。每个六边形位
置标注的数值，代表着钢珠从顶端起始位置到达
该处所有可能路径的数量。此外，装置还通过帕
斯卡三角特定对角线的数值之和，直观展示了斐
波那契数列（列奥纳多·斐波那契，1175–1250）
的生成规律。在帕斯卡三角体系中，有多种数学
属性和规律图式。其中包括：自然数序列、行总

和、11 的幂次展开、2 的幂次递进、拟形数排列、大卫之星定理和曲棍
球杆图型。当前装置虽未全部标注，但帕斯卡三角形还包括质数分布；
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平方数序列；二进制数；卡特兰数；二项式展开；分形构造；黄金比例关
系；以及谢尔宾斯基三角形。

在这 4280 颗钢珠中特别配置了一颗金色示踪珠，用于直观展现单个
随机事件的发展过程。每个收集槽顶部显示的数字是对钢珠落入该收
集槽概率的百分比估计。  通过跟踪金色示踪珠的运动，可以在每次翻
转高尔顿板时直观看到这些概率分布。  通过背面红色的投资组合直
方图，这枚金色示踪珠可以模拟下个月股票市场收益的可能区间及其
对应概率。高尔顿板对金色示踪珠最终落入特定收集槽的概率计算，
实际上替代了预测者对市场走势的预估判断。 

这个高尔顿板装置蕴含了诸多统计学与数学原理，包括概率理论、独
立同分布 (iid) 随机变量、正态或钟形曲线、中心极限定理（棣莫弗-拉
普拉斯定理）、二项分布、伯努利 (1655–1705) 试验、均值回归、大数
定律、涵盖抛硬币结果与股市回报率等具体场景的概率问题、随机游
走模型、赌徒谬误思维陷阱、误差频数定律以及弗朗西斯·高尔顿爵士
提出的“非理性法则”。
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弗朗西斯·高尔顿爵士在其 1889 年出版的《自然遗传》著作中，生动
描述了他创造这个装置的核心价值——在看似混沌的现象中揭示秩
序本质。下文引自这部 136 年前著作的修改节选段落。文本措辞稍作
调整，以符合当前高尔顿板装置的术语体系。

统计学之魅力
“为何统计学家们总是将研究局限于平均数，而不陶醉

于更全面的视野？他们的灵魂似乎对多样性的魅力无动
于衷，恰似英格兰平坦郡县出身的某位人士回忆瑞士时
所言：‘若能将瑞士山脉投入湖泊，便可一举消除两大烦
扰。’平均数不过是一个孤立的事实，但若在此基础之上
增添另一事实，一整套与观测结果高度契合的正态分布
模型便即刻呼之欲出。”

“有些人甚至非常讨厌统计学这个名称，而我却觉得这
门学科处处蕴藏着精妙趣味。只要不以野蛮手段粗暴对
待，改用高阶方法巧妙处理，辅之以审慎解读，统计学
处理复杂现象的能力堪称超凡。在探索人类科学的过程
中，唯有统计学这把利器，方能在荆棘之墙中开辟一条
道路。”

频率曲线成因的机械演示
“频率曲线与分布曲线具有可相互转换性；因此只要阐

明其中任意一条曲线的生成原理，另一条的奥秘也便迎
刃而解。现在我将通过一个（此处展示的）精巧装置，以
极具美感的方式演示偏差形成条件，从而揭示频率曲线
的起源。” 

高尔顿爵士的论说



我们设计的高尔顿板采用防静电塑料框架构建。板体顶
端特别设置了用于容纳滚珠的储珠仓。在漏斗出口下方
依次排列着 14 排呈六边形布局的钉阵——与高尔顿板
上的销钉原理相似，这些钉阵垂直固定于背板表面。钉阵
底部是一排 15 个收集槽，即纵向分隔的收集隔舱。装置
内置有 4,280 颗钢珠。当整块实验板“倒置”翻转时，所有
钢珠都会汇聚至顶端的储珠仓；待恢复实验位置后，就会
开始预设的钢珠运动。储珠仓边缘经过特殊设计，能够将
集聚于框架顶部的所有钢珠引导至漏斗入口处。

“钢珠经漏斗落出后，会以一种奇特有趣的轨迹穿梭于
六边形钉阵之间——每当碰撞到钉柱时，钢珠便会视情
况随机向左或向右急速转向。钉阵采用梅花形阵列排
布，确保每颗下落的钢珠在逐层穿越时都会与每行的钉
柱产生碰撞。从漏斗倾泻而出的珠流在下落过程中逐渐
扩散，最终所有钢珠在脱离末排钉柱后都会精准落入对
应的收集槽内。各个收集槽内堆积的钢珠分布轮廓趋近
于频率曲线，且无论重复多少次实验，其形态特征都近
乎完全一致。”

“该装置的工作原理是，每颗钢珠在下落过程中都会经
历一系列微小且相互独立的随机事件。极少数情况下，个
别钢珠会因持续获得单向作用力而滑向两侧边缘的收集
槽，但大多数情况下，引发右向偏移的随机事件数量，总
能以某种比例抵消导致左向偏移的事件总量。因此，大多
数钢珠最终会汇聚于以漏斗出口垂直线为中心轴分布的
收集槽群中，而且钢珠向轴线左右两侧不同距离外溢的
频次，其下降速率远超过距离增幅的速率。”



混乱表象下的秩序
“我几乎找不到任何事物能像‘误差频率定律’所展现的

宇宙秩序之美这般震撼心灵。这项定律若为古希腊人所
知晓，必将被赋予神格、跻身众神殿堂。它以超然的姿态
隐没于混沌之中。群体越是庞杂无序，其统御力便愈显完
美。这是非理性世界至高无上的铁律。当我们对海量混沌
元素进行量级排序时，总能发现某种隐秘却精妙绝伦的
规律性始终潜藏其间。有序排列的收集槽顶部会形成一
条比例恒定的流动曲线；当个元素归位时，仿佛都能寻
获与其形态完美契合的预定归属位置。即便仅掌握收集
槽中任意两个特定等级的量测数据，除接近分布极值的
区域，其余所有等级的数值皆可按照已经解释过的方法
精确预测。”
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1  帕斯卡三角形
帕斯卡三角形是一个数字三角形，遵循基础叠加法
则——将上方两个数字相加得到下方数字。这种
数理模式具备无限延展性。布莱兹·帕斯卡在 
1665 年《算术三角论》中系统研究了该阵型与
概率理论的关联。但早在其研究前数百年，
波斯、印度、中国、德国和意大利数学家
就已对此开展探索。三角阵精妙展现了
二项式系数的数学本质特性。当应用于
高尔顿实验板时，六边形钉阵中的每个节点数值，精确对应着钢珠抵
达该位置所有可能路径的数量总和。

2 正态分布公式

ef(x)

在概率论中，正态分布是实值随机变量的一种连续概率分布形态。如
图所示为该分布概率密度函数 f(x) 的基本表达式。正态分布在统计
学中具有核心地位，自然科学与和社会科学领域常借助其表征分布特
性未知的实值随机变量。该数学表达式包含圆周率 π (π≈ 3.142)——
源自圆周周长与直径之比的经典常数。同时引入自然对数的底数  
(e ≈ 2.718)——即欧拉数。基于独立同分布的中心极限定理：当样本量
充分扩大且标准差 (σ) 保持有限值时，随机变量 x 将趋近于正态分布
形态。

高尔顿板的特点
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3  二项式定理
二项式定理阐释了二项式代数幂的展开规律。帕斯卡三角形精确界定
了二项式展开式中系数的排列规律。这意味着帕斯卡三角形的第 n 
行元素恰为多项式 (a + b)n 展开式的各项系数。在高尔顿板实验装
置中，此类二项式特指左右方位变量组合 (L + R)n。

(a+b)2 = 1a2 + 2ab + 1b2

(L+R)3 = 1L3 +3L2R + 3LR2 + 1R3

(a + b)n 的展开式为 (a + b)n = x0a
n + x1a

n-1b + x2a
n-2b2 + … + 

xn-1abn-1 + xnb
n，其中各分项前的 xk 系数值精确对应帕斯卡三角形

第 n 行数轴第 k 个位置所载的数值（k 和 n 计数皆从0开始计算）。 这
可以表示为：  ，即“n 选 k 组合”。高尔顿板上的首个六边形
节点为 ，下方两个节点则对应  和 。

实验板展示了两种二项式表达式：n = 2 时的 (a + b)n ；以及 n = 3 
时的 (L + R)n。
 

4  行序与 11 的幂次
左侧展示的帕斯卡三角形的前 14 行序号，其中首行定义为 n = 0，各
行首个元素设定为 k = 0。选取十四行样本量可确保生成的二项分布
形成对连续型正态分布较佳的离散型近似。
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若将每行的每个元素视为数位进行纵向整合（当元素超过个位数时
自动向左进位），则会显现 11 的 n 次幂数 (11n)：1，11，121，1331， 
14641……这与帕斯卡三角形对应行中的数值结构完全吻合。 

5  行总和与 2 的幂次
每行元素之和等于 2n，其中 n 表示行序号。以第三行为例：将帕斯卡
三角形的数值相加，1 + 3 + 3 + 1 = 8，恰好对应 23 的计算结果。

各行的累加值均标注于对应 2n 表达式右侧，且数值呈现逐行倍增规
律。另外，任一行元素平方和恒等于中心位元素值与行序数乘积的两
倍。例如第四行元素平方和（12 + 42 + 62 + 42 + 12），结果等于 70，恰为
第八行中心位元素值。

6   斐波那契数与黄金分割率
帕斯卡三角形中特定对角线元素之和精确吻合斐波那契数列。该数列
按以下顺序演进：1，1，2，3，5，8，13，21，34，55，89，依此类推。数列中
的任意数值均为前两项之和。例如：2 + 3 = 5；3 + 5 = 8；5 + 8 = 13；8 + 
13 = 21……莱昂纳多·斐波那契在 1202 年著作《算盘之书》中系统阐
述了该数列。随着斐波那契数列项数增长，连续斐波那契数的比值无
限趋近于黄金分割率 (φ) 1.61803398…… 但永远保持渐进逼近的
数学特性。例如：55/34 = 1.618；89/55 = 1.618；以及 144/89 = 1.618。
黄金分割率最早由欧几里得在其公元前 300 年所著的《几何原本》中
定义。列奥纳多·达·芬奇运用这一比例构建了他的杰作。黄金分割率
的公式为：φ
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7  大卫之星定理
大卫之星定理表明，任一数值周围的两组三数组合之乘积恒相等。在
所示示例中，数值 5 依次被 1、4、10、15、6、1 环绕，选取间隔的数值组
合，即可得到 1 × 10 × 6 = 4 × 15 × 1 = 60。

8  五点梅花形排
高尔顿板上的六边形呈五点梅花形排，即五个物体排列成正
方形或矩形的四角各有一个，第五个位于中心位置（类似骰
子上的 5 点）。

9  对角线与三角数
对角线包含单形的形数，左右边缘仅由 1 构成。后续对角线包含自然
数或计数数、三角数（等边三角形排列的点数）、四面体数（三角锥数）、
五胞体数以及随后的 5、6 和 7 单形数。  每个自然数的平方等于第三
对角线（三角数）上相邻两项之和。  例如：72 = 49 = 21 + 28

10  曲棍球杆图案
从包含 1 的边缘开始的对角线数字之和等于下方相邻对角线上
的数字。排列这些数字可呈现出曲棍球杆图案案，例如此处所示的  
1 + 10 + 55 = 66。
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11  概率密度
概率密度 f(x) 是观测值与其概率之间的关系。它定义了连续随机变
量在特定区间内出现的概率。一个重要的概率密度函数是高斯（正态）
随机变量的概率密度函数，其形状类似钟形曲线。这些 f(x) 值假定其
服从标准差 (σ) 为 1 的正态分布。

12  收集槽编号、预期百分比和 标准差
15 个钢珠收集槽从 0 到 14 编号，可轻松识别并记录金色示踪珠的位
置。此外，通过想象帕斯卡三角形的第 15 行（n = 14），可确定某个收
集槽内随机结果的概率。 

每个收集槽的预期结果百分比显示在收集槽编号正下方，中间收集槽
（7号）的预期百分比为 20.9%。 

收集槽信息轴下方为标准差轴线。曲线上每条标准差线上方均标注了
其与均值的标准差数，最多 4 个标准差（μ± 4σ）。使用箭头标明 ±4 个
标准差延伸至最后一个收集槽之外。钟形曲线中心的线为平均值（均
值，μ，读为“mu”）。每条标准差线之间的区域标注了该区域钟形曲线
对应的预期结果百分比。

13  钟形曲线
正态分布通常被称为“钟形曲线”，是所有概率分布中最广为人知且使
用最广泛的一种。由于正态分布能很好地近似许多自然现象，它已发
展为众多概率问题的标准参考依据。多组数据服从正态分布，例如成
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人身高、婴儿体重、课堂考试成绩、股票市场指数的大样本月度收益率
以及高尔顿板中的钢珠运动轨迹。  下图展示了按标准差划分的钟形
曲线。

68.25%13.6% 13.6%

-1σ 0σ 1σ-2σ-3σ-4σ 2σ 3σ 4σ

标准差 (σ)

结果 (%)

2.1%0.1% 2.1% 0.1%

该高尔顿板装置中小六边形和通道的限制使钟形曲线更为宽泛。我们
在高尔顿板上印制的“最佳拟合”曲线与上面所示曲线略有不同。

14  钢珠的二项分布
每颗钢珠代表一个独立同分布 (iid) 的随机变量，从储珠仓通过固定
的六边形排列下落。数千颗钢珠经过 14 次伯努利试验（每个六边形的
碰撞代表一次试验）形成了二项分布。钢珠的离散二项分布非常近似
于连续的正态分布。

 15  金色示踪珠
在 4,280 颗 0.8 mm 的钢珠中混有一颗 2.0 mm 的金色示踪珠。该金
色示踪珠展示了单颗钢珠的随机结果。
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16  标准差线
标准差 (σ) 是衡量所有数据点围绕均值 (μ) 聚集紧密程度的指标。正
态分布的形状由均值和标准差共同决定。在正态分布中，约 68% 的数
据落在均值的一个标准差范围内。约 95% 的数据落在均值的两个标
准差范围内，约 99.7% 的数据落在三个标准差范围内，约 99.99% 的
数据落在四个标准差范围内。在帕斯卡三角形的 14 行六边形构型中，
三角底行共有 14 个六边形。共设有 15 个收集槽，每个六边形的两端
和相邻六边形之间均设有一个收集槽。这 15 个收集槽总计对应 2 × 
15/14 = 8.0 个分布标准差（μ ± 4σ）。每个收集槽相当于 0.533 个标准
差，每个标准差对应 1.875 个收集槽（8/15 = 0.533 或 15/8 = 1.875）。

N

N

样本的 
标准差

总体的 
标准差

伊姆斯为其高尔顿板设计的信息图
我们的高尔顿板是一种桌面设计，灵感源自查尔斯和雷·伊姆斯开创
性设计的 11 英尺高“高尔顿概率板”，该作品曾在 1961 年“数学：数
字世界……及超越” (Mathematica: A World of Numbers. . . .and 
Beyond) 展览中展出。一个更大的 14.5 英尺高伊姆斯概率板曾在 
1964 年纽约世界博览会 IBM 展馆展出。右图为 1961 年“数学世界”展
览信息标志的迷你版本。 

伊姆斯对高尔顿板的诠释
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投资组合示例图示
为呈现市场收益表现，我们选取了一个理论投资组合模型。装置背板
印制的红色条形图展示了该理论投资组合 1,000 个月度收益的分布
直方图。红色条形代表 100% 股票投资组合（激进型），其参数设定为
月均收益率 1.0%，标准差 4.5%，样本周期为 1,000 个月。在四个标
准差范围内，收益率波动范围约为 -17% 至 19% [计算公式：1 - (4 × 
4.5) = -17，1 + (4 × 4.5) = 19]。  这意味着通过 15 个收集槽，每个收
集槽对应的收益区间跨度为 2.4%，且 1.0% 的均值点恰好位于中心。

与股票市场的对比

100% 股票
= 1.0%
= 4.5%
= 1,000 个月

理论投资组合：
1%

5.5% 10.0% 14.5% 19.0%-17.0% -12.5% -8.0% -3.5% 341 136 21 1341136211 1.0%

μμ-4σ μ+4σμ+2σ μ+3σμ+1σμ-2σμ-3σ μ-1σ

20918312261225 183 122 61 22 5
2.2% 4.6% 9.4% 11.8% 14.2%  >19%< -17% -12.2% -9.8% -7.4% -5.0% -2.6% -0.2% 7.0%-14.6% 16.6%

1 11 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
0.0% 0.1% 0.5% 2.2% 6.1% 12.2% 18.3% 20.9% 18.3% 12.2% 6.1% 2.2% 0.5% 0.1% 0.0%

13.59% 2.14%34.13%13.59%2.14% 34.13%0.13% 0.13%

公司的资本成本 [WACC]

投资收益率

投资者的预期收益 [E(Rj)]~
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收集槽分隔线及预期百分比与收益分布

20918312261225 183 122 61 22 5
2.2% 4.6% 9.4% 11.8% 14.2%  >19%< -17% -12.2% -9.8% -7.4% -5.0% -2.6% -0.2% 7.0%-14.6% 16.6%

1 11 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
0.0% 0.1% 0.5% 2.2% 6.1% 12.2% 18.3% 20.9% 18.3% 12.2% 6.1% 2.2% 0.5% 0.1% 0.0%

市场收益直方图上方有四个标度需要考虑。第一个标度显示了 15 个
收集槽的 0–14 编号标记。第二个标度显示了预期落入各收集槽的随
机变量占比（此处特指月度收益分布概率）。第三个标度显示了各收集
槽对应月度收益区间的预期百分比估计值。收集槽分隔线标度设定使
高尔顿板的边界与收益的四个标准差范围相对应（覆盖 ≈ 99.99%的
结果分布，或μ ± 4σ）。最后一行标度值表示基于 1,000 个月样本量
的各收集槽预计月份数。

底部坐标轴

5.5% 10.0% 14.5% 19.0%-17.0% -12.5% -8.0% -3.5% 341 136 21 1341136211 1.0%

μμ-4σ μ+4σμ+2σ μ+3σμ+1σμ-2σμ-3σ μ-1σ

13.59% 2.14%34.13%13.59%2.14% 34.13%0.13% 0.13%

底部坐标轴上有三个标度。第一个标度标注了标准差线。第二个标度
标注了各标准差线之间的预期结果百分比。第三个标度显示了基于 
1,000 个月样本量的各标准差线之间的预期月度收益数据。

随机游走模型
有效市场假说阐明，证券 (j) 的当前价格 (pj,t) 充分反映了全部可获益
信息 ( t)，该结论可推导出“……连续价格变动，或更常见的连续一
期收益呈现序列独立性。其同时假设连续价格变动或收益具有相同的
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分布属性。此两项核心假设共同构成了完整的随机游走模型。该模型
的形式化表达为：

 f(Rj,t+1| t) = f(Rj)， 

该等式阐明了独立随机变量的条件概率分布和边际概率分布必然保
持同一性这一命题。同时模型严格约束密度函数 (f) 在所有时间点 (t) 
上保持恒定不变。”若进一步假设证券的预期收益具备时序恒定性，则
可以得出

E(~R j,t+1/ t) = E(~R j).
来源：Eugene F. Fama & Merton H. Miller，《金融理论》，1972 年，第 339 页

赫伯纳模型 
以下杠杆平衡示意图展示了尤金·法玛的有效市场假说：所有证券 (j) 
的市场价格充分反映了所有可获得信息，由此形成公允价格。杠杆左
端代表时间点 (t) 完全反映在价格中的信息集合 ( t)，右端代表数百
万愿意交易的买卖双方基于该时间点信息集所形成的公允价格 (pj,t)。 
有效市场假说断言，在一个组织完善且具备合理透明度的市场中，证
券市场价格 (pt) 通常等同或逼近公允价值，因为投资者能够快速整合
反映相对稀缺性、资产效用及预期收益的新信息 ( t)，并即时作用于
现金与证券交换中。 

该模型的三个核心要素由马克·赫伯纳在 2008 年全球金融危机期间
形成理论雏形。模型初始状态为帕斯卡三角形顶端设置的平衡杠杆
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装置。钢珠随后在六边形阵列中无序弹跳并穿过，模拟了股票市场月
度收益 (Rj,t+1) 的随机属性。钢珠最终落入代表实际收益率 (Rj) 的收
集槽，大量样本条件下，其分布趋近于钟形曲线 (f(Rj))。

随机且持续流动的利好/利空信息和市场预测预测，动态映射着投资
在恒定风险水平下预期收益 (E(~R j)) 的不确定性。若利空信息导致不
确定性上升，证券价格必须相应折价调整，使预期收益维持恒定水平。

利好信息

利空信息

公司

投资者

不确定性

公允价格 pj,t

t

f(Rj)

Rj

~E(Rj )

若利好信息使不确定性降低，证券价格也必须同步溢价调整上升，使
预期收益保持平衡。 

不确定性

公允价格 
利好信息

利空信息

公司

投资者

pj,t

t f(Rj)

Rj

~E(Rj )

该模型被称为赫伯纳模型，其本质是将高尔顿板和帕斯卡三角形引入
市场运作机制的一个解释框架。 
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资本成本
在经济学和会计学领域，资本成本是指公司资金（包括债务和股权）的
成本，或者在投资者层面，是指公司现有证券的必要回报率要求。该指
标亦可用于公司的新项目评估。本质上这是投资者为公司提供资本所
要求的最低预期回报，由此确定了新项目必须达成的基准门槛。

WACC = (E/V * Ke) + (D/V * Kd)
E 表示公司股权的市场价值。
V 表示股权和债务的总市场价值，即 E + D。
Ke 表示股权成本。
D 表示公司债务的市场价值。
Kd 表示债务成本。
WACC 表示加权平均资本成本。
特别提示：投资者的预期收益也是卖方的资本成本 (E( ~R j,t) = WACC)。

投资收益率公式
一项投资的实际收益/损失 (R) 的计算公式等于价格变动 (Pt+1 - Pt)， 
加上持有期间支付给投资者的股息或现金 (D)，再除以该投资的初始
价格 (Pt)。

	

法玛/弗伦奇因子模型
法玛/弗伦奇股票五因子模型
法玛/弗伦奇股票五因子模型是一种资产定价模型，旨在捕捉平均股
票收益中的市场、规模、价值、盈利能力和投资模式。该模型由诺贝尔
奖得主尤金·法玛其合著者兼同事肯尼斯·弗伦奇于 2014 年共同提
出。该模型解释了五因子股票多元化投资组合预期收益横截面方差
中 71% 至 94% 的波动。该模型也是资本资产定价模型（CAPM，1964 
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年）及法玛/弗伦奇三因子模型（1993 年）的扩展。法玛/弗伦奇五因子
模型方程是运用法玛和弗伦奇创建的一系列研究指数进行的时间序
列回归，这些指数包含不同公司特征的长期历史股价数据。每个因子

（自变量）的系数代表投资组合对该因子的敞口或倾斜程度。若市场 
(bi)、规模 (si)、价值 (hi)、盈利能力 (ri) 和投资 (ci) 这五个因子的敞口
能够捕捉预期收益的所有变化，那么下述方程中的阿尔法截距 (ai)对
所有证券和投资组合 (i) 均为零。 

Rit - RFt = ai + bi(RMt-RFt) + siSMBt + hiHMLt + riRMWt 
+ ciCMAt + eit

Rit 表示投资组合 i 在 t 期的收益（因变量）。
RFt 表示无风险收益。
RMt - RFt 表示市值加权股票市场与现金之间的收益差额。
SMBt 表示小型股票多元化投资组合的收益减去大型股票多元化投
资组合的收益（即规模效应）。
HMLt 表示高市净率 (BtM) 与低市净率股票多元化投资组合收益之
间的差值（即价值效应）。
RMWt 表示盈利能力强劲与疲弱股票多元化投资组合收益之间的
差值。
CMAt 表示低投资与高投资公司股票多元化投资组合收益之间的差
值，法玛/弗伦奇将这两类公司分别称为保守型和激进型。
eit 表示误差项，是一个均值为零的残差。
来源：Fama、Eugene F. 和 French, Kenneth R.，《五因子资产定价模型》（2014 年 9 月）。
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我的名字是马克·T·赫伯纳 (Mark T. Hebner)，是 
Index Fund Advisors, Inc. 的首席执行官兼创始人。我
公司从事财富管理和税务申报业务。  我还设计制作了
多种现代高尔顿板。 

描述一项投资风险与收益的最常见方式是通过大量历
史收益样本（如 1,000 个月的指数数据）估算其平均收
益和收益标准差。若想用 Excel 绘制钟形曲线，只需平

均值和标准差两个参数即可。这两个参数定义了钟形曲线。事实上，
哈里·马科维茨 (Harry Markowitz) 获得诺贝尔奖的“平均收益-标准
差”散点图研究本质上提供了不同钟形曲线之间的对比。因此，当我发
现能生成钟形曲线的实体装置时，可以想象我当时的兴奋之情。我意
识到它有能力展示市场运作方式及多种不同结果出现的概率。我还想
到，高尔顿板可以模拟月度投资收益，能够让人们直观看到稳定的预
期收益、30 天周期内收益的随机性以及超长期限下实际收益所形成
的钟形曲线。简言之，该装置能帮助投资者理解关键的投资理念。

早在 2005 年，我观看了 Eames Office 一部关于 1964 年世博
会的影片，从此对高尔顿板产生了浓厚的兴趣 。查尔斯·伊姆斯 
(Charles Eames) 曾为 IBM 展馆建造了一个户外版 14.5 英尺高的
高尔顿板，其设计灵感源自他此前为“数学：数字世界……及超越” 
(Mathematica: A World of Numbers. . . .and Beyond) 展览所做的

马克·T·赫伯纳 
(Mark T. Hebner)

我对高尔顿板的痴迷
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设计。“数学世界”是 Eames Office 利用 IBM 赞助推出的首个完全沉
浸式大规模主题展览。该展览专为 1961 年洛杉矶加州科学与工业博
物馆新科学展厅的开幕而设计。 

我的首个高尔顿板（如图所示）是由俄勒
冈科学与工业博物馆设计制造的。这幅照
片展示了 2009 年我委托制作的博物馆级
概率演示装置：高 8 英尺、宽 4 英尺。该装
置旨在向投资者阐释一系列随机事件所
产生的收益范围、概率和分布形态。此高
尔顿板现存于 Index Fund Advisors 办
公室大厅，它生动诠释了华尔街随机无序
现象内蕴含的秩序性。钢珠后方的红色条
柱代表理论投资组合月度收益的大样本
数据，便于将钢珠分布与股市情况进行对
比。在股票市场中，随机事件包括有关某
家公司或整体资本主义的新闻报道以及
反映这些信息的证券价格。钢珠从中央起
始点开始的随机流动模拟了系列公允价格
变动，最终形成了呈钟形曲线的月度收益正态分布。 

在菲利普·波伊桑 (Philip Poissant)、杰瑞·徐 (Jerry Xu)、阿特·福斯
特 (Art Forster)、杰克逊·林 (Jackson Lin)、迈克·奥彻特洛尼 (Mike 

Auchterlonie)、布伦森家族 (Brunson family) 
等人士的协助下，我于 2015 年设计制作了首款 
7.5 英寸高的桌面型高尔顿板并将其命名为“随
机漫步者”（The Random Walker®，美国专利号 
D784449）。这款紧凑型高尔顿板不仅是理解统
计概念与股市随机性的实用教育工具，同时也是
一款可供娱乐的趣味桌面装置。  凭借创新的翻

“随机漫步者” 
(The Random Walker®)

存于 IFA 大厅的八英尺高尔顿板
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转复位设计，仅需轻轻一翻，即可轻松体验混沌中的有序规律。  目前
全球约有 6 万个这种高尔顿板摆放在人们的办公桌面上。  

2024 年，我们推出了一款更大尺寸的新版高尔顿板，使其能够更好地
向人们演示其中的规律。我们将其尺寸设计为 12 英寸 × 8.5 英寸，
并将其命名为“高尔顿板：概率演示器”（Galton Board: Probability 
Demonstrator，美国专利号12268971 B1）。该模型版本还新增了两
个股市分析附加组件并配备了一份 19 页的详细教育型使用指南。 

此桌面版高尔顿板在前代基础上融
入了多项设计改进。  它更精准地呈
现了二项分布、帕斯卡三角形及其
底层关联概念。通过添加月度收益
数据附加组件，使用者能够直观看
到股市要素（包括赫伯纳模型）与钢
珠钟形曲线之间的匹配关系。

这款新型简易高尔顿板采用了经济
实用的紧凑型设计，甚至可以轻松
放入衬衫口袋。

高尔顿板：概率演示器
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为进一步推广对高尔顿板底层原理和帕斯卡三角形理论的理解，我
于 2023 年主导开发并推出了高尔顿板的应用程序版本。该应用程序
通过陀螺仪功能，可实现手机或 iPad 设备倾斜时听见声响、观察钢
珠流动，模拟了实物钢珠在装置内滚动的效果。点击设置图标时，程
序还将叠加显示 20 个指数投资组合收益直方图，用于观察风险水平
变化时对应收益区间的标度变化。要获取 iPhone 和 iPad 版应用程
序，请访问 Apple App Store 并搜索“Index Fund Advisors”。  在应
用程序中找到高尔顿板图标，即可访问交互式演示界面。  您也可以
通过 Mac 笔记本电脑或台式机上访问 Mac App Store，搜索“Galton 
Board”应用程序。最后，安卓设备用户可访问 Google Play Store 并
搜索“Index Fund Advisors”。 

获取应用程序 

高尔顿板：应用程序版本
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以专业教育取代投机行为
Index Fund Advisors, Inc. (IFA) 是一家仅收取咨询费的顾问和财富管
理公司，致力于以受托管理标准为客户提供风险适配、全球多元化和税
务优化的投资策略。

IFA 作为一家注册投资顾问公司，为个人、退休计划、信托、企业、非营利
组织以及公共和私营机构提供专业投资建议。IFA 成立于 1999 年，并于 
2024 年迎来其 25 周年庆。IFA 向美国全境客户提供投资建议。 

但 IFA 的服务价值不仅限于投资建议。作为综合型金融合作伙伴，IFA 在
提供投资建议的同时，还将结合财富管理与财务规划服务，协助客户规
划财务发展旅程。  我们的财富顾问采用个性化方式为客户适配投资组
合，同时提供全方位的财富管理服务和财务规划，打造周密完善的全周
期客户体验。

IFA 会主动规避与选股、择时、基金经理以及选风格策略等操作相关的不
必要成本支出。IFA 采用严谨的量化投资方法，在优化多元组合的同时保
持成本效益优势。

关于 Index Fund Advisors
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IFA 以尤金·法玛 (Eugene Fama) 和肯尼斯·弗伦奇 (Kenneth French) 
的研究成果为基础构建了核心投资体系，整合数十年的历史风险收益数
据、第三代指数基金设计以及 Dimensional Fund Advisors 开发的精细
化被动交易技术。

IFA 结合客户具体需求和目标定制投资管理和投资组合策略，同时提供
税务规划与会计服务、线上财务规划和业务引荐服务，打造细致周到的
个性化客户体验。经验丰富的 IFA 财富顾问通过个性化专业建议，帮助客
户实现长期财务目标。

马克·T·赫伯纳 (Mark T. Hebner) 作为 
Index Fund Advisors, Inc., (IFA) 的创始人
兼首席执行官，曾撰写广受业界认可的著作

《指数基金：主动型投资者的 12 步康复计
划》（Index Funds: The 12-Step Recovery 
Program for Active Investors），并长期专
注于投资者教育工作。

Index Fund Advisors, Inc.
19200 Von Karman Ave. 
Suite 150 
Irvine, CA 92612 
888-643-3133
ifa.com | info@ifa.com

如需详细了解 IFA 如何助力实现您的财务
目标，请访问 ifa.com 官网或致电咨询。

www.ifa.com
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有关更多信息、视频、文章、照片、社交媒体内
容等，请访问 ifa.com/galtonboard。

高尔顿板使用说明

1.	 将高尔顿板翻转过来，使所有钢珠
落入储珠仓。	
 

2.	 将装置水平放置于台面，静置等待
所有钢珠落入收集槽内。 	
 

3.	 观察较大的金色示踪珠，查看所有
钢珠的整体分布情况。 

翻转

©2025 Index Fund Advisors, Inc  •  ifa.com  •  
19200 Von Karman Ave  Suite 150  Irvine, CA 92612  •  USA 888-643-3133  •  #IFA-SGB2025   

•  中国制造  •  由马克·T·赫伯纳 (Mark T. Hebner) 研制  •  保留所有权利
高尔顿板受一项或多项专利保护，包括美国专利号 12268971 B1 和 
美国外观设计专利号 D784449

本操作说明源自 1873 年蒂斯利与斯皮勒 (Tisley & Spiller) 为弗朗西斯·高尔顿 (Francis 
Galton) 定制的原版高尔顿板。  高尔顿板上的说明文字为高尔顿亲笔书写，内容如下：

本装置 
由弗朗西斯·高尔顿（英国皇家学会院士）研制， 

用以阐释误差律及离散现象原理
使用时将此装置倒置，使所有钢珠储珠仓内。然后迅速二次倒置装置，并
将其竖直置于水平台面上。  钢珠随即全部落入漏斗并穿过漏斗口，经钉
板结构的复杂路径后最终堆积在底部的垂直收集槽内，直观呈现离散律
作用下的分布形态。


